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الـدرس

1 - النهايات

نهاية منتهية عند اللانهاية  
تعريف :

نهاية الدوال الـمرجعية

f معرفة في جوار ∞+

f معرفة في جوار ∞-

في هذا المحور، l و α  هي اعداد حقيقية،  Cf هو منحنى الدالة f  في معلم معطى.

،....نهايتها 0 عند ∞+ و ∞-  x 1
x4 , x 1

x3 , x 1
x2 , x   1

x الدوال 

0 1-2

-2

2

4

2-1 0 1-2

-2

2

4

2-1

1

2

 ، l نحو ∞+ يعني ان من اجل كل مجال مفتوح يحوي x عندما تؤول l تؤول الى f (x)
lim   f (x) = l   : كبير بالمقدار الذي نريده. نكتب x من أجل f (x) يحوي كل قيم
x → +∞

   ، l نحو ∞- يعني ان من اجل كل مجال مفتوح يحوي x عندما تؤول l تؤول الى f (x)
يحوي كل قيم f (x) من أجل x  سالب قيمته المطلقة كبيرة بالمقدار الذي نريده. نكتب :

lim   f (x) = l 
x → -∞

من اجل كل n طبيعي غير معدوم 

lim 
1
xn   lim    و    0 =

1
xn  = 0

x → -∞ x → +∞
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الـتمـارين

النهايات و الحصر 

مواضيع بكالوريا 

x   2x +    x2 + 7 .     عين نهاية الدالة f عند ∞+ . f دالة  معرفة على R بـ :
 x   3x -    4x2 + 5 عين النهاية عند ∞- للدالة f المعرفة على R بـ : 

f(x) ≥ 2   ، x تحقق : من اجل كل f علما ان الدالة

. x  x3 f(x)       عين نهايات عند ∞+ و ∞- للدالة :  

f:x  2 + sin(x)  تقبل نهاية عند ∞+ ؟ 1. هل  الدالة، 

g:x  x2 (2 + sin(x)) ؟ 2. ما هي النهاية عند ∞+  للدالة 

f:x   x  - cos(x) عين النهاية عند  ∞+ للدالة :

. f(x) = sin(x)
x

لتكن الدالة f المعرفة على *R كما يلي : 

   1. عين نهاية f عند  ∞+ .    2. ما هي نهاية f عند  ∞- ؟

20
21

22

23

24

25

26
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. f(x) = x
3- x - 6
x - 2

R/{2} بما يلي :  لتكن الدالة f المعرفة على 

lim  (x
3 - x - 6) ،  lim  (x - 2)     1. عين النهايات التالية : 

        هل يمكن تعيين نهاية الدالة f عند 2 ؟ 

. (x - 2)(x2 + 2x + 3)     2. انشر العبارة 

   استنتج نهاية الدالة f عند 2.

.f(x) = cos(4x)
1 + x2

نعتبر الدالة f المعرفة على R بما يلي :  

. f(x)ـ     1. من اجل كل عدد حقيقي x ، عين حصرا لـ cos(4x) ، ثم ل

   2. استنتج نهايات f عند ∞+ و ∞- . فسر بيانيا نتائجك .

x → 2 x → 2

18. x   x2 - 2x - x + 1 لتكن الدالة 

1. عين مجموعة تعريف Df للدالة f ، ثم تحقق أنه ،لحساب نهاية f  عند ∞+، نجد حالة    

عدم التعيين .

    : g 2. لإزالة هذه الحالة ، نعتبر الدالة

.x   x2 - 2x + x - 1                           

  f(x)  × g(x) من اجل x من Df ، احسب   

ما هي نهاية الدالة g عند ∞+ ؟ .  

. g(x)>0 ،]2;+∞] من x  برهن : من اجل كل  

استنتج نهاية f عند ∞+ .  



20

الـحلول

الجذور و المرافق 
17

18

النهاية بالمقارنة                  
19

x    1 + 1 نهايتها 1- عند ∞+. 
x2  . و الدالة 2 -  

 . lim   f(x) = -∞  منه   

f:x   3x +  4x2 + 1 . الدالة f معرفة على   .)2

x  3x ، نهايتها ∞-  R . و هي مجموع الدالتين :

عند ∞- .

x    4x2 + 1  ، نهايتها ∞+ عند ∞- .
 ، lim   x

 = +∞ ، lim   4 x2 + 1 = +∞

حسب مبرهنة تركيب  الدوال  : 

lim   4 x2 + 1 = +∞

 f(x) = 3x +  4 x2 + 1 من أجل كل x من [ 0, ∞-]: 

.  f(x) = 3x +  4x2 (1 + 1
4x2

 )

f(x) = 3x - 2x  (1 + 1  . و منه : 
4x2  )

f(x) = x (3 - 2  (1 + 1  .  على المجال  
4x2  ))

f ،  [-∞,0]  هي جداء : 

x  x ، نهايتها ∞- عند ∞- .  . الدالة 

x  3 - 2  (1 + 1 ، نهايتها 1 عند 
4x2 . و الدالة ( 

. lim   f(x) = -∞ منه . -∞

x → +∞

x → -∞

x → -∞

x → -∞

x → +∞

f:x  6+ x -   6  . الدالة f معرفة على المجال  
x
.[0, +∞]

x   6 + x -   6  لهما  x   x و الدالة الدالة 

 f نهاية 0 عند 0  .بالتالي لا يمكن حساب نهاية الدالة

باستعمال العمليات على النهايات . 

من أجل كل x من [∞+ ,0] ، لدينا 

 
f(x) = 6 + x -   6

x   x   6 + x +   6
6 + x +   6

f(x) = 6 + x - 6 . منه
 x (  6 + x +  6)

f(x) = x .  من جهة أخرى :
  6 + x +  6

 lim (  6+ x +    6 ) = 2  6 lim   x  و
  = 0

. lim   f(x) = 0 : اذن
x → 0 x → 0

x → 0

f:x    x2 - 2x - x +1 . من أجل كل عدد 

 معرفة من أجل x2 -2x ≥ 0 أي f الدالة : x حقيقي

x(x-2) ≥ 0
منه مجموعة تعريف الدالة f هي[∞+, 2]∪[0, ∞-].  

. من أجل x ينتمي الى [∞+ ,2] :

f(x) =   x2 - 2x - (x -1) ، و 

∞+ = lim  (x - 1) = +∞ ، lim   x2 - 2x . لا 

يمكن حساب النهاية باستعمال العمليات على النهايات 

. f بالتالي يمكن تغير كتابة عبارة الدالة ،

من أجل كل x من [∞+ ,2] لدينا: 

f(x) = (   x2 - 2x  - (x - 1))  x2 - 2x + (x - 1))
  x2 - 2x + (x - 1)

f(x) = (x2 - 2x) - (x - 1)2  . منه

x2 - 2x + (x - 1)

f(x) = -1
x2 - 2x + (x - 1)

lim    x ، فان 
2 - 2x+(x - 1) = +∞ و  بما أن : 

. lim   f(x) = 0

نستنتج أن المستقيم الذي معادلته y = x-1 هو 

 x    x2 - 2x مستقيم مقارب لمحنى الدالة 

x → +∞x → +∞

x → +∞

x → +∞

  : x من أجل كل عدد حقيقي

. x2 + 7 < 0 f(x) = 2x +   x2 + 7  و 
f(x)  < 2x . و نعلم أن∞+ = lim  2x . حسب   اذن 

  . lim   f(x) = +∞ مبرهنة الحصر

اذا كانت دالة محدودة من الأسفل بدالة تؤول الى ∞+  

. lima  f = +∞ عند a، فان : 

x → +∞

x → +∞


